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LOS ESPACIOS PROYECTIVOS Y LOS ALGEBRAICOS

D|SCURSO INAUGURAL LEIDO- POR EL ACADEMICO DON PEDRO
~ABELLANAS; ENLA SESION CELEBRADA E_L 23 DE NOVIEMBRE DE 1047

b

La aphcaclén de las normas acordadas por la Academia para la des1g-
nacién del académico a cuyo cargo ha de estar el discurso de las sesiones
inaugurales de sus cursos, ha hecho recaer sobre mnosotros el honor de
representar a la Corporacién en este acto. Hemos procurado corresponder
con nuesfra mejor voluntad. al encargo recibido; confiando en que-la he-
nevolencla de’ nuestros oyentes sabra suplir nuestras deﬁclenclas :

INTRDDUCCION < Toda ciencia se ha -engendrado a partir “de. un
perlodo prementlﬁco, en el que su contenido se reducia a un conjunto de
resultados empiricos; en. general, de inferés utilitario. Esta era la: situa-
. cién de la Midtematica hasta los griegos, Ahora bien, el conocimiento: cien»
tifico, proplamente tal; y, por cons1gu1ente, la verdadera c1enc1a, nace
‘cuando ese conjunto disperso y anarquico de conocimientos empiricos se
articulan mediante una teoria,. Este paso es de signo contrario al conoci-
- miento, experimental; para consegulrlo es necesario prescindir de la reali-
. dad exterior, cuya observacién ha proporcionado los resultados empiricos,
Yy, mkdiante un proceso de- abstracciéon, c¢rear una realidad ideal —el ca- .
racter esencial de la realidad ideal consiste en que su existencia depende
del pensamiento humano—, esta’ realidad ideal, o teoria, debe de ser-lo
més sencilla posible y contener todos los resultados experimentales como
consecuencia de un. pequeno nimero de proposiciones fundamentales.

La Matematica’ fué la primera ciencia, propiamente tal, que realiz6 el
paso ‘transcendente del-empirismo a la teoria, siendo, por lo tanto, la pri-
‘mera ciencia de que dispuso la Humanidad, Creemos que no se ha con-
cedido la debida importancia al hecho histérico de la prioridad de la
Matemfitica sobre las otras ciencias, y que, sin embargo, en él esta conte- -
nida la explicacién de lo que la Matemiética ha significado y. s1gn1ﬁcara
en la evolucion cientifica, En efecto, a nuestro juicio, no se debe atribuir
a un mero azar la prlorldad de la Matematica en el ‘desarrollo cientifico,
sino que’ este hecho significa que la existencia de esta ciencia era indis-
pensable. para la evolucién cientifica en general. Como justificacién de
esta proposicién conviene recordar la tendencia hacia la matematizacién
que muestran las otras ciencias, Entre-ellas el caso mas claro es el de-
la Fisica, Esta ciencia es, prescindiendo de la Matematica, Ia que ha alcan-
zado én 1a actualidad mayor nivel cientifleo y es a su vez la ciencia que
antes empezé a matematizarse, pudiendo decirse que hoy dia lo esta com-
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pletamente y que los métodos de trabajo del fisico teérico y del moatems .
tico no defieren absolutamente nada. Otro tanto, aunque con algunes siglos
de diferencia, le esta sucediendo a la Quimica en cuanto ciencia teérica,

y, de un modo todavia embrionario, a las restantes ciencias, :

El hecho de que una ciencia se proclame en la actunalidad indepen-
diente del método matematico, y hasta incomjpatible con él, no quiere de-
cir, a nuestro modo de ver, que ésta sea la verdad definitiva; lo unico que-
nos indica es que dicha ciencia se encuentra todavia en un periodo pre-
cientifico —como se encontraba la Matemética entre los egipcios y la Fi-
sica hasla el renacimiento-—, en el que no dispone de suficientes datos
experimentales que permitan ajustarlos dentro de la matematica, y que
esta ciencia, por su parte, no ha adquirido todavia el desarrollo preciso
para proporcionar un esquema matematico apto para aquélla; pero que
en un plazo mas o menos lejano se producira el encuentro feliz de estos
dos hechos, y, entonces, se encajaran los resultados empiricos en el es-
quema matematico y aparecera la primera exposicién verdaderamente
cientifica de la, hasta éntonces, eiencia experimental. Como dato muy elo-
cuente de nuestra afirmacién citaremos el caso de Ortega y Gasset. Este
insigne pensador, como buen metafisico, no cree en la Matematiea;, y por:
ello tiene mas valor el hecho, Helo aqui: el ilustre flidsofo se da cuenta
de que la Historia no ha salido todavia del empirismo y se propone dar
un primer paso hacia la construcciéon de una ciencia histérica, o, lo que
es lo mismo, de una Historia Tedrica, que él llama: “Historia como sis-
tema”, Pues bien, al buscar un método adeeuado para la comstruccion de
la Cieneia histériea, va a parar al esquema matemiatico de las generacio-
nes. Naturalmente que, inmediatamente después  de exponerlo, reacciona
contra la Matematica y exclama: “;Qué se pretende con esto? ;Que el
automatismo mmtematico decida eon su ecaracteristica estupidez y abstrac:
¢ién de la realidad histérica? En modo alguno”, Ahora bien, lo que a nos-
otros nos interesa de este hecho es que en el momento en que se quiere
hacer verdadera ciencia se cae, quiérase o no, en el empleo de un esquema
matemitico, Naturalmente, que el esquema matemético de la historia no-
puede ser, ni mucho menos, de una estructura tan simple como propene’
Ortega y Gasset —y para que no se crea esto es por lo que lanza el exabruplo
que les he citado a Vds-—, y, como é] dice, no tiene mas misién que el de
dar una primera aproximdcién para agarrar la verdad histérica; pero
creemos que corrobora nuestra anterior afirmacion, ,

El caracter de prioridad de la Matematica trae como consecuencia unz
situacién inicial de vanguardia dentro del mundo cientifico, la cual ha
conservado a lo largo de la historia; pues, si bien es cierto que algunos
problemas ajenos a la Matematica han sido origen de importantes teorias
de ésta, estas teorias han transcendido por completo del marco particular
en que estaba encuadrado el problema de origen, Aclararemos esto con -
un ejemplo: Newton traté por primera vez el problema de la determina-
cién de la forma que debia de tener la cabeza de un proyectil de revolucién -
para que en el movimiento de éste en un medio resistente, la resistencia
tuese minima. En 1696, Juan Bernoulli, propuso y resolvi6 el problema
de determinar la curva que debia de describir un grave para descender
de un punto a otro, no situados en la miisma vertical, en el menor tiempo
posible. Estos” dos problemas dieron origen a lo que hoy constituye el
Calcule de Variaciones; ahora bien, esta feoria tiene una existencia inde-
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pendientemente de los mencionados problemas, los cuales tienen un interés
meramente histérico dentro de ella, ya que, igual que dichos probiemas,
bhubiesen podido dar origen a la teoria,otros muchos de caracter pura-
menie miatematico, Por el contrario, la Teoria de la relatividad de Eins.
tein se apoya en la geometiria de los espacios curvos de Riemann, ante-
Tior a ella, de tal modo que no puede subsistir si se prescinde de ellos,
<Creemos que con estos dos ejemplos queda suficientemente clara la rela-
<ion de influencia de la Matematica con las ofras ciencias.

Este caracter de vanguardia de la Matematica hace que sus cultivado-
res atiendan con mas interés el desarrollo de la Matematica pura que al
de teorias que en la actualidad han pasado ya a olros sectores cientificos.
a quienes interesa en determinadas direcciones. Les impulsa a ello no
solo la belleza intrinseca de la Matefm#itica pura sino también el convenci-
miento de que tarde o temprano contribuiran estas teorias, que en la ac-
tualidad aparecen muy distantes de aplicacién a otras ciencias, a la ma-
durez de éstas y, por tanto, a un mejor conocimiento de los fenémenos
del Universo y de la Humanidad,

Con todo esto hemos querido’ justificar a la Matematica pura ante per-
sonas alejadas de ella; pues, creemos que la actividad no se justifica por
si misma y conviene crear en todo momento un clima favorable para el
cultivo cientifico, procurando evifar que la opinién caiga en el error de
desestimiar el papel de la Ciencia en su totalidad o bien en cualquiera de
sus dos componentes: especulacién y experimentaciéon. A nosotros nos
corresponde defender la parte especulativa que, por oira parte, es por na-
turaleza la menos popular.

Hora 'es ya dé que nos ocupemos del tema de esta conferencia; pero
para poder enfocarlo creemos conveniente unas consideraciones previas,

‘1. Espacio y geomeiria, — A partir de F, Klein se define una geo-
metria como el estudio de las propiedades de un espacio y de figuras en
€l definidas que permanecen invariantes respecto de todas las transfor-
inaciones, de un grupo admisible por el espacio, Por consiguiente, en toda
geometria existen dos conceptos fundamentales: espacio y grupo de
iransformaciones. '

Para dar una idea aproximada de qué se entiende por espaeio en
Matematica nos fijaremos en un ejemplo: Consideremos el conjunto for-
mado por todas las fichas del juego de domind, y convengamos en llamar
punto 7 al conjunto formado por todos los unos de dichas fichas; analo-
gamente, Hamaremos punto 2 al conjunto de todos los doses, eic.; final:
mente llamaremos punto 0 al conjunto de todas las blancas, Obtenemos
asi un conjunto formado por siete puntos. Este conjunto no es un
espacio. Ahora bien, si llamamos segmento a cada una de las fichas y
<convenimos en que cada ficha contiene a los dos niimeros que en ella
figuran y que dichos puntos estian contenidos en la ficha, queda convertido
<] conjunto formado por dichos puntos en un espacio, Obtenemos asi un
«espacio formado por siete uinicos puntos. Es decir, un espacio es un con-
junto de entes abstractos, a los que se llama puntos, entre los cuales se

“'ha definido una relacién de proximidad que cumple ciertas condiciones, .

- Las {ransformaciones se definen como correspondencias enire dos es- -

pacios, llamados espacio original y espacio imagen, tales que a todo punto
alel primero corresponde una figura, no vacia, en el segundo. o
En la definicién de geometiria figura la condicion de que el espacio

\
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admita al grupo de transformaciones correspondiente; esto quiere decir
“que el resultado de aplicar una tfansformacién cualquiera del grupo. a
cualquier punto del espacio original nos proporcione una figura; no vacia,
del espacio imagen, y que el conjunto de todas éstas llenen por completo
a dicho espacio imagen. De aqui la siguiente cuestion: Dado un grupo de
transformaciones determinar todos los espacios que las admiten. "Estos
espacios se llaman espacios propios de la geometria correspondiente, Ahora
bien, se presenta la dificultad de que para deéfinir las transformaciones
necesitamos poseer previamente el espacio. Esta dificultad la evitamos,
del mismo modo que se ha resuelto en el proceso histérico de la Geome-
tria, tomando como espacio provisional para definir las transformaciones
un espacio euclideo, '
Ahora queda precisado el tema de que nos vamos a ocupar: se tratz
de determinar los espacios propios de la geometria proyectiva y de la
algebraica. ‘ '

2. " Los' espacios proyectivos.-— Tomando, segliin hemos advertido, co-
mo espacios auxiliares los espacios euclideos, podemos dar las siguientes
definiciones de proyectividades: ’

a) Definicion de Poncelet.— Se llama proyectividad entre dos espa-
cios E_ y E’, de la misma dimensién, r, y sumergidos en un mismo espa-
cio ambiente E, a toda correspondencia biunivoca entre ellos obtenida
mediante un numero. finito de proyecciones y secciones,

b) Definicién de Staudi.— Se llama proyectividad entre dos espa-
cios E, y E_, de la misma dimensiéon r > 1, a toda correspondendia biuni-
voca entre ellos respecto de la cual sean invariantes la dependencia y la
independencia lineales, Se llama proyectividad entre dos espacios de
dimensién 1 a toda correspondencia biunivoca entre ellos que conserve las
razones armdnicas.

En virtud de la definiciéon de Poncelet, para que un espacio admita al.
grupo de las proyectividades es necesario’y suficiente que admita a las
perspectividades, Ahora bien, para que las perspectividades establezcan
una correspondencia biunivoca sin excepcién entre dos espacios euclideos
de dimensién r ‘sumergidos en un espacio, E , de dimension n, es necesa-
rio y suficiente que si E_y E...son dos subespacios cualesquiera de E, de
dimensiones r y n-r respectivamente, con la condicion de que E.., con-
tenga a un subespacio E..r.,, tal que éste y E_no tengan ningin punto
comun, se verifique que dichos espacios E_y Eq.. tengan siempre un punto
comtin y sélo uno. Ahora bien, los puntos comunes a E. y a Ea_r, vienen
dados por un sistema de n ecuaciones lineales, no homogéneas, con n in-
cégnitas, y, en virtud de la condicién impuesta a los espacios E_y E,.., se
verifica. que la caracteristica de la matriz ampliada de dicho sistema
es n, luego la caracteristica de la matriz de los coeficientes ha de ser tam-
bién n; pero ésto no sucede siempre y, por tanto, el espacio euclideo no.
es proyectivo - : :

Ahora bien, este hecho nos pone sobre la pista para construir un es-
pacio proyectivo, ya que si homogeneizamos el anterior sistema de ecua-*
ciones, obtendremos un sistema que siempre tendra infinitas soluciones,
y si (a, a,, ...a,) es una de ellas, todas las restantes se obtienen sin més
que multiplicar ésta por un factor de proporcionalidad. Ahora bien, nos-
otros necesitibamos que los espacios E_y E_-  tuviesen un tnico punto

-
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comyin, de aqui la necesidad de convenir en que fodas las soluciones ante-
riores representen un mismo punto, Esto nos proporciona la siguiente
" definicién: Se llama punto de un espacio proyectivo de dimensién n a toda
malriz de una fila y n 4+ 1 columnas cuyos elementos pertenecen al cuerpo
de los nitmeros reales y no son todos nulos, conviniendo en que dos ma-
trices proporcionales representan al mismo punto. Ahora bien, segin he-
mos indicado anteriormente, el conjunto formado por todos estos puntos
no constituye un espacio, Para transformarlo en un espacio que sirva a
nuestro objeto conviene proceder de la siguiente formia: Llamaremos hi-
perplano a toda mairiz de una columna y n - I filas cuyos elementos son
niimeros reales no todos nulos con la condicion dé que dos matrices pro-
porcionales representan al mismo hiperplano. Entre los puntos e hiper-
planos se define ahora la siguiente relacién: Un punto y un hiperplano se
llaman incidentes cuando el producto de sus matrices es nulo. Mediante
esta relacion de incidencia queda convertido el anterior conjunto de pun-
tos en un espacio. Se comprueba ahora sin dificultad que este espacio
admite al grupo de las proyectividades y es, por consiguiente, un espacio
proyectivo, ) > ,

Los espacios asi obtenidos no son los espacios proyectivos, més gene-
rales que se pueden construir; estos se obtienen sustituyendo el cuerpo
de los niimeros reales por un cuerpo arbitrario. Al cuerpo que se emplea
para definir un espacio proyectivo se le llama cuerpo bate del mismo,

Como puede sospecharse, existen propiedades de los espacios proyec-
-tivos que dependen de su cuerpo base. La mas importante es la siguiente:
Si el cuerpo base es arbitrario, las definiciones de proyectividad de Pon-
celet y Staudt no son, en general, equivalentes, La relacion enire ambas
es la siguiente: Toda proyectividad en el sentido de Staudt equivale a una
proyectividad en el sentido de Poncelet precedida de un automorfismo del
cuerpo base. En virtud de este teorema resulta que la condicién necesaria
y suficiente para que las definiciones de Poncelet y Staudt sean equiva-
lentes, es que el cuerpo base no admita mis automorfismos que el unidad,

Nosotros hemos demostrado el siguiente:

Teorema. La. condicion necesaria y suficiente para que un cuerpo orde-
nado no posea mids- automorfismos que el unidad, es que sea arquimedea-
no y que en él sea posible la extraccion de raices cuadradas de todos [os
elementos positivos, ) .

Queda pendiente de solucién este problema para cuerpos no ordenables..

Las proyectividades en el sentido de Poncelet enire dos espacios P y
P/, se representan analiticamente mediante n ecuaciones obienidas igua-
lando a cero n formas bilineales en dos series de variables (x,, %, ... X,)
e (Yoy, .-.y,), correspondientes a los puntos generales de P_ P’  respecti-
vamente, De este modo se nos presentan las proyectividades como un caso
particular de otras transformaciones, mas gdenerales, definidas [por un
sistema de m ecunaciones obtenidas igualando a cero m formas bihomogé-
neas respecto de las (x) y respecto de las (y) de grados arbitrarios. Estas
transformaciones se HNaman algebraicas, sus espacios correspondientes:
algebraicos, y su geometria: Geometria algebraica.

3. LOS ESPACIOS ALGEBRAICOS. Por la definicién' de trans-
formaciones algebraicas, podria pensarse que los espacios algebraicos eran
los mismos espacios proyectivos, pero, como vamos a ver, no es asi
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En efecto, consideremos la correspondencia algebraica, T, definida por .
un sistema, S, de ecuaciones bihomogéneas -en las (x) y en las (y) qué
cumpla las siguientes condiciones: 1.* La variedad algebraica representada
por las ecuaciones S es irreductible. 2.* Entre las ecuaciones S existe unas
fg=—o0, en la que figuran tunicamente las (x), y de grado, ¢, superior
al primero. El conjunto de todos los punios a los que corresponden ima--
genes, no vacias, mediante la transformaciéon T, se obtiene eliminando en
el sistema S las (y). Asi se obtiene un sistema eliminante, §, formado por
ecuaciones en las (x), entre las que figura la ecuaciéon fg=o0. Ahora bien
por ser la variedad representada por S irreducible, también lo es la va-
riedad representada por S’; y como entre estas ecuaciones figura una, la
fg=0, de grado mayor que l, resulta gque la variedad correspondienie no
es lineal, y por tanto, no es ningun espacio proyectivo.

Ahora bien, ¢se puede decir de las variedades algebraicas que sean es-
pacios? La respuesta es afirmativa, Para ello basta con establecer que el
conjunto de todas las subvariedades, de la variedad considerada, consti-
tuye una base para los conjuntos cerrados de la misma. De este modo
queda convertida dicha variedad en un espacio topolégico, :

Resulta, por consiguiente, que el conjunto de los espacios algebraicos
coincide con el de las variedades algebraicas.

El concepto basico de la geometria algebraica es el de punto general
de una variedad algebraica, Sin entrar en su definicién, nos limitaremos
a decir que el punto general de una varidad algebraica de dimension r)
viene representado por una matriz: (&, &, ... &,) en donde las (£) son
runciones algebraicas definidas por ecuaciones cuyos coeficientes son
polinomios en r parameétros con coeficientes del cuerpo base. ‘

Sea V’ la variedad algebraica transformada de V medianfe la trans-

formacién T. Representemos por (&, &, ... £a) al punto general de V, por
(& &y ... &) al punto general de V’ por 3, al cuerpo que resulta de efec-

tuar 1a adjuncién al cuerpo base, k, de todas las (£), y por > al cuerpo
que resulta de efectuar la adjuncion a k de todas las (£). Existe un sub-
grupo del grupo de las transformaciones algebraicas caracterizado por la
propiedad de que para todas las transformaciones, T, del mismo, se veri-
fica que los cuerpos 3 y YV, construidos segin acabamos de indicar, son
isomorfos, A estas transformaciones se les Hama birracionales. Estas
transformaciones son las mas sencillas entre las algebraicas y gozan de
la propiedad de que 'la correspondencia es biunivoca para casi todos los
puntos, ’ . 7

La propiedad mas caracteristica de las transfermaciones algebraicas,
que las diferencian de otras transforrhaciones —incluso de las topologi-
cas—, es que en ellas el concepto de punto no es invariante, De aqui nace
la mayor complicacion de estas transformaciones y al mismo tiempo las
propiedades que dan a4 su estudio mayor interés.

En las transformaciones birracionales el concepto de punto viene sus-
tituido por el concepto invariante de rama de curva, Las ramas de curvas
de una variedad algebraica vienen representadas por series de potencias,
en un parameiro cuyos exponenies no son, en general, enteros. Al dar al
parametro el valor cero toman dichas series valores numéricos que repre-
sentan las coordenadas de un punto de la variedad llamado el origen de
la rama, Este concepto de rama que es muy manejable cuando la variedad
de -que. se trata es una curva, deja de serlo al aumentar la dimension de
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la variedad; de aqui la necesidad de sustituiirlo por otro mas sencillo.
Este nuevo concepto es el de valoracidn de los cuerpos algebraicos, La
teoria general de las valoraciones se debe a W. Krull y su infroduccién y
empleo sistematico para el estudio de las transformaciones birracionales
-se debe a O. Zariski. Una valaracién de un cuerpo es una cieria represen-
tacién del mismo sobre un grupo abeliano y aditivo. Entre las valoracio-
-mes exisie un subconjunto formadq por las llamadas valoraciones de di-
. mension cero, que goza de la propiedad -de que todas sus valoraciones
pueden. definirse mediante ramas de curvas contenidas en la variedad co-
rrespondiente, Al origen de estas ramas se le llama ceniro de la valoracién
correspondiente. Este concepto de ceniro de una valoracion puede exten-
derse a valoraciones de cualquier dimensién y su introduccién en la Geo-
metria Algebraica, que se debe a Zariski, es de la mayor importancia, ya
que permite manejar las subvariedades de una variedad como entes inde-
pendientes de los puntos que contienen, pudiéndose definir mediante élI
Ia transformada de una subvariedad miediante una transformacion birra-
cional sin hacer intervenir los puntos de los que esté formada dicha
" subvariedad, '
Las propiedades topolégicas de una variedad algebraica estan intima-
. mente relacionadas, segiin mostré Lefschetz, con la variedad de Riemann
* correspondiente. Ahora bien, segiin Dedekind, la variedad de Riemann
correspondiente a un cuerpo de funciones algebraicas estd formada por el
conjunto de todos los Iugares —Stellen— de dicho cuerpo. Por lugar de
un cuerpo se entiende un homomorfismo del mismo sobre una ampliacién
algebraica del cuerpo base mas el simbolo co; pues bien, estos homomor-
fismos son equivalentes a las valoraciones de dimension cero, de aqui que
se pueda definir como variedad de Riemann correspondiente a una va- '
riedad dada el conjunto formado por todas las valoraciones de dimensién
cero de la misma. Ahora bien, las variedades de Riemann correspon-
dientes a variedades definidas sobre el cuerpo de los niimeros complejos
gozan de la propiedad de ser espacios topoldgicos bicompactos. Esia pro-
piedad es esencial en el estudio topoldgico de las variedades algebraicas;
su extensién al caso de un cuerpo base arbitrario se debe a Zariski, el cual
lo comsigue mediante su Teoria de la uniformizacién local y el empleo de
.un teorema de compacidad de Steenrod, :

El método aritmético de Zariski que ha convertido a la Geometria Al-
gebraica en uno de los mas bellos y rigurosos capitulos de la Matematica,
nos ha permitido establecer los fundamentos de un estudio aritmético de
las correspondencias algebraicas en general. En el paso de las transfor-
maciones birracionales a las aigebraicas aparece la complicacién de que
en éstas Jas valoraciones de dimensién cero ya no son invariantes como
en aquellas, pudiendo iransformarse en valoraciones de cualquier dimen-’
sién, No obstante, los resultados alcanzados nos permiten confiar en que
el método aritmético de-Zariski producirid en el estudio de las correspon-
dencias algebraicas resultados tan fructiferos como ha producido ya en

“el de las correspondencias birracionales, siendo, por consiguiente, ‘el mg-
todo propio de la Geometria Algebraica. ,
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